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ROWNANIA MAXWELLA




Przed Maxwellem naukowcy mieli juz kilka oddzielnych praw
opisujgcych zjawiska elektryczne | magnetyczne:

01 Prawo Coulomba - okreslato site oddziatywania miedzy tadunkami elektrycznymi.

Prawo Gaussa dla elektrycznosci — opisywato, jak tadunki elektryczne generujg pole
02 elektryczne, pokazujgc, ze catkowity strumien pola elektrycznego przez zamknietg
powierzchnie jest proporcjonalny do tadunku wewnatrz tej powierzchni.

03 Prawo Ampére’a — méwito o tym, jak przeptyw pradu wytwarza pole magnetyczne.

04 Prawo Faradaya indukcji — wyjasniato, w jaki sposob zmienne w czasie pole
magnetyczne indukuje pole elektryczne.

Te prawa dziataty osobno i nie tworzyty jednolitej teorii, ktdra opisywataby wzajemne
zaleznosci miedzy polami elektrycznym i magnetycznym.



Jezeli pole elektryczne jest wytworzone przez tadunek punktowy Q to zgodnie z prawem
Coulomba sita dziatajgca na tadunek probny g umieszczony w odlegtosci r od tego
tadunku wynosi:

Qq
F=kr—2

stata & =1/4me,. Wspdiczynnik ¢, = 8.854:10712 C2/(Nm?)



O 1 Prawo Coulomba

prawo Gaussa dla elektrycznosci (wynika z prawa Coulomba)

Maxwell nie zmienit bezposrednio prawa Coulomba, ale umiescit je w szerszym kontekscie
swojej ogolnej teorii elektromagnetyzmu. Prawo Coulomba opisuje oddziatywanie miedzy
dwoma tadunkami w stanie statycznym, a jego wynik mozna wyprowadzi¢ z prawa Gaussa
dla elektrycznosci, ktére w zapisie rozniczkowym wyglagda tak:

Dla warunkdw statycznych rozwigzanie tego rownania daje rozktad pola elektrycznego zgodny z prawem
Coulomba.

Kluczowg zmiang wprowadzonej przez Maxwella jest jednak rozszerzenie teorii o przypadki dynamiczne — czyli
uwzglednienie sytuacji, gdy pola zmieniajg sie w czasie.



O 1 Prawo Coulomba

prawo Gaussa dla elektrycznosci (wynika z prawa Coulomba)

Maxwell nie zmienit bezposrednio prawa Coulomba, ale umiescit je w szerszym kontekscie
swojej ogolnej teorii elektromagnetyzmu. Prawo Coulomba opisuje oddziatywanie miedzy
dwoma tadunkami w stanie statycznym, a jego wynik mozna wyprowadzi¢ z prawa Gaussa

dla elektrycznosci, ktére w zapisie rozniczkowym wyglagda tak:
d d d
v_ ’
dx 0y 0z

operator rozniczkowy nabla

Gradient opisuje tangens kata nachylenia wykresu funkcji w danym punkcie
af af af\ odf. odf., Of -
d — — ( , , ) _ — —_— -
grad f =Vf dx dy 0z 6‘x1+6yj ¥ azk
1,7,k - jednostkowe wektory bazowe przestrzeni

Wektor ten wskazuje kierunek najwiekszego wzrostu funkcji w danym punkcie, natomiast dtugosc¢ tego wektora
opisuje wielkos¢ tego wzrostu



Prawo Gaussa dla elektrycznosci mowi, ze catkowity "przeptyw" (czyli suma wektorowa) pola elektrycznego przez
zamknietg powierzchnie zalezy wytgcznie od tadunku znajdujgcego sie wewnatrz tej powierzchni.

* Rozpatrzmy zamknietg powierzchnie obejmujgcg dwa tadunki Q, i Q,. Catkowity strumien (liczba linii sit)
przechodzgcy przez powierzchnie otaczajgca tadunki Q, i Q, jest rowny:

¢. =§EdS = (E, + E,)dS =P E,dS +{E,dS

gdzie pole E, jest wytwarzane przez Q,, a pole E, przez Q..

Strumien ¢ pola elektrycznego przez powierzchnie S definiujemy jako iloczyn skalarny wektora powierzchni S
i natezenia pola elektrycznego E.

pg=E -S=EScosa

gdzie o jest kgtem pomiedzy wektorem powierzchni S i wektorem E.

[

ds b
Catkowity strumien przez powierzchnie "1" jest
_._ dodatni, strumien przez powierzchnie "2" jest
ujemny, a strumien przez powierzchnie "3" jest

rowny zeru.




Prawo Gaussa dla elektrycznosci

prawo Gaussa dla elektrycznosci (wynika z prawa Coulomba)

Strumien dla tadunku punktowego Q w odlegtosci r od niego: rysujemy sfere o promieniu r wokot
tadunku Q i liczymy strumien przechodzgcych przez te powierzchnie

Pole E ma jednakowg wartos¢ w kazdym punkcie sfery i
jest prostopadte do powierzchni (rownolegte do wektora
powierzchni dS) wiec w kazdym punkcie a = 0 i catkowity
strumien wynosi

¢=E S = E(4nr) :[J.:%](zmﬁ) —amko=2
r /’ &,

k=1/Ang,

Strumien wychodzgcy z natadowanego ciata jest rowny wypadkowemu tadunkowi tego ciata
podzielonemu przez &,.

Jezeli wypadkowy tadunek ciata jest ujemny to strumien pola elektrycznego, tak jak i linie pola, CatkOV\{itv Strurni’eﬁ przez poyvierchjnie 1 jest
wptywa do ciata. Natomiast gdy tadunek wypadkowy wewnatrz zamknietej powierzchni jest rowny | 9edatni, strumien przez powierzchnig "2" jest

: e .. , ... .y ujemny, a strumien przez powierzchnie "3" jest
zeru to catkowity strumien tez jest rowny zeru; tyle samo linii pola wptywa jak | wyptywa przez réwny zeru
powierzchnie Gaussa.




Prawo Gaussa dla elektrycznosci

prawo Gaussa dla elektrycznosci (wynika z prawa Coulomba)

Strumien dla tadunku punktowego Q w odlegtosci r od niego: rysujemy sfere o promieniu r wokot
tadunku Q i liczymy strumien przechodzgcych przez te powierzchnie

Pole E ma jednakowg wartos¢ w kazdym punkcie sfery i
jest prostopadte do powierzchni (rownolegte do wektora
powierzchni dS) wiec w kazdym punkcie a = 0 i catkowity
. strumien wynosi

¢=E-S = E(4m) :(k%](zmﬁ) —amkp =Y
r &,
-0, 0 _0+0,
& & E

0 0 0
Catkowity strumien pola elektrycznego przez zamknietg powierzchnie jest wiec rowny catkowitemu
tadunkowi otoczonemu przez te powierzchnie podzielonemu przez €,. Analogiczne rozumowanie mozna
przeprowadzi¢ dla dowolnej liczby tadunkéw wewnatrz dowolnej zamknietej powierzchni. Otrzymujemy Catkowity strumieri przez powierzchnie "1" jest

wiec ogolny zwigzek znany jako prawo Gaussa Q dodatni, strumien przez powierzchnie "2" jest
(ﬁ EdS =41 kQ — ZWewn. ujemny, a strumien przez powierzchnie "3" jest rowny
~“WEWH.
E.;} zeru.




Prawo Gaussa dla maghetyzmu

A\
_____

=  \WSskazuje, ze nie istniejg "magnetyczne tadunki" — pole magnetyczne nie ma
zrodet ani ujsc

Prawo Gaussa dla magnetyzmu mowi, ze catkowity strumien pola magnetycznego przez
dowolng zamknietg powierzchnie wynosi zero. Oznacza to:

$B-dS =0

Brak monopoli magnetycznych
W przeciwienstwie do tadunkow elektrycznych, nie istniejg pojedyncze "tadunki magnetyczne", ktére mogtyby byc
zrodtem lub ujsciem pola magnetycznego. Wszystkie linie pola magnetycznego tworzg zamkniete petle.

W praktyce, prawo to podkresla, ze pole magnetyczne zawsze jest ciggte i zamkniete, co
jest podstawowg cechg magnhetyzmu w teorii elektromagnetyzmu.

To, ze linie pola B sg zawsze liniami zamknietymi stanowi fundamentalng roznice miedzy
statym polem magnetycznym i elektrycznym, ktorego linie zaczynajg sie i konczg na tadunkach.



Prawo indukcji Faradaya

= zmieniajgce sie w czasie pole magnetyczne indukuje wirujgce pole elektryczne

Zjawisko indukcji elektromagnetycznej polega na powstawaniu sity elektromotorycznej SEM w
obwodzie podczas przemieszczania sie wzgledem siebie zrodta pola magnetycznego i tego obwodu.

Mowimy, ze w obwodzie jest indukowana sita elektromotoryczna indukcji (SEM indukciji).

4 )
g Na podstawie powyzszych obserwacji Faraday doszedt do wniosku, ze

o powstawaniu sity elektromotorycznej indukcji decyduje szybkosc zmian strumienia

magnetycznego ¢g. llosciowy zwigzek przedstawia prawo Faradaya
\ J

Analogicznie jak strumien pola elektrycznego E, strumien pola magnetycznego B przez

IS powierzchnie S jest dany ogolnym wzorem
1) _
o A gsz - I.BdS
- > Y
— T ktory dla ptaskiego obwodu w jednorodnym polu magnetycznym wyrazenie upraszcza sie do postaci
= » g
¢ = BS cos o

Jezeli ramka obraca sie z predkoscig kgtowag w = a/t to strumien 4;1’53 — BScos of



Prawo indukcji Faradaya

= zmieniajgce sie w czasie pole magnetyczne indukuje wirujgce pole elektryczne

Dziatanie pola magnetycznego na zamkniety obwod z pragdem

=" Przez ramke ptynie prad o natezeniu /, a normalna do ptaszczyzny ramki tworzy kat 6 z polem B
= Sity F, dziatajgce na boki b znoszg sie wzajemnie. Sity F, dziatajgce na boki a tez sie znoszg ale tworzg pare
sit dajgcg wypadkowy moment sity obracajgcy ramke

F, 4 | Fb  Mamy dwie sity o rownych wartosciach, dziatajgce w przeciwnych kierunkach,
/\ ale przytozone do réznych punktow obiektu.
f 0o * Chociaz te sity sie rownowazg (ich suma wektorowa daje zerowa site w
|/‘ g~ ) - -~ > uktadzie wypadkowym), ich rozstawienie powoduje, ze wywierajg na obiekt
- ,fiél B efekt obrotowy, czyli generujg moment sity.
0 /-f | * Efekttego momentu sity jest taki, ze powoduje on obrot ramki wokot pewnej
F OSI.
E Y Fa




Prawo Amper’a

= Maxwell dodat tzw. prad przesunieciaJ

Maxwell zauwazyt, ze klasyczne prawo Ampere'a nie uwzglednia sytuacji, w ktorych pole elektryczne zmienia sie w czasie.

Klasyczne prawo Ampere'a mowito, ze wir pola magnetycznego (VxB) jest proporcjonalny do gestosci pradu J, czyli:

oE

Maxwell dodat do réwnania dodatkowy sktadnik, p,g, = ktory uwzglednia zmiany pola elektrycznego w czasie. Ten sktadnik nazywamy

pradem przesuniecia. Dzieki temu, nawet jesli nie ptynie fizyczny prad, zmieniajgce sie pole elektryczne dziata "jakby" byto pradem.

Po dodaniu pradu przesuniecia rownanie nabiera postaci:

Rownanie to mowi, ze wir pola magnetycznego jest generowany zarowno przez rzeczywisty przeptyw pradu (J), jak i przez zmieniajgce sie w
czasie pole elektryczne. Dzieki temu modyfikacja Maxwella sprawia, ze teoria jest spojna rowniez w przypadkach dynamicznych, a
ponadto umozliwia przewidzenie istnienia fal elektromagnetycznych (m.in. Swiatta).



PODSUMOWANIE

Maxwell nie tylko zebrat znane wczesniej prawa
(Coulomba, Gaussa, Ampere’a, Faradaya),
ale tez wprowadzit istothg modyfikacje
— prad przesuniecia. Dzieki temu udato mu
sie stworzyC spojng teorie elektromagnetyzmu,
ktora nie tylko opisywata wzajemne
oddziatywanie pol elektrycznych i magnetycznych,
ale takze przewidywata istnienie

To odkrycie miato ogromne

znaczenie dla rozwoju nauki i fal elektromagnetycznych

technologii, pokazujac, ze (W tym swiatta).

elektrycznos¢, magnetyzmi i
optyka sg ze sobg scisle

powigzane.




Rownania Maxwella

Fundamentalne rownania techniki mikrofalowej opisujgce pole EM w czasie | przestrzeni

Charakteryzujg go nastepujgce wielkosSci:

e Natezenie pola elektrycznego E (Xx, y, z, t) jest wektorem (ma swojg wartosc¢ i kierunek), jest funkcjg
miejsca i czasu. Natezenie pola elektrycznego mierzymy w woltach na metr [V/m].

e Natezenie pola magnetycznego H (x, y, z, t) jest takze wektorem, mierzymy jego wartos¢ w amperach na
metr [A/m].

* |ndukcja elektryczna D = ¢ E jest wektorem, w osrodku izotropowym skierowanym w tg samag strone, co
natezenie pola elektrycznego, w prozni D = g,E, mierzymy jej wartos¢c w amperach razy sekunda na metr
kwadratowy [As/m?], czyli kulombach na m? [C/m?].

 |ndukcja magnetyczna B = pyH jest wektorem, w osrodku izotropowym skierowanym w tg samg strone, co
natezenie pola magnetycznego, w prozni B = p,H, mierzymy jej wartoS¢ w voltach razy sekunda na metr
kwadratowy [Vs/m?].




Rownania Maxwella w postaci catkowej
1. Uogolmione prawo Ampera dla calkowitego pradu

Rownania
VW EYOTAIE

c

Ddﬁ
ot =

fH-dl = [jgwob -ds+|
L 5 5

2. Uogolnione prawo Faradaya

d
fE-dlz—EIB-dsj
L S

3. Prawo Gaussa dla pola elektrycznego

fﬂ-ahsz_ Lav
> F

4. Prawo Gaussa dla pola magnetycznego

W |l potowie XIX wieku teorie rozchodzenia sie fal opracowat

James Clerk Maxwell. Podobno miat on powiedziec, ze jest to
niezwykle piekna teoria, ktora sie nigdy do niczego nie przyda.

]EB-ds=::J
S




Rownania Maxwella

| Fundamentalne rownania techniki mikrofalowej opisujgce pole EM w czasie | przestrzeni I

Uktad rownan Maxwella w formie rézniczkowej

: oD
rotH = jowob +—
rotE = 0B

. ot
divD = pgwob

div B =0.

Rownanie Maxwella w postaci catkowej opisujg poparte eksperymentami zachowanie rozmaitych wielkosci
opisujgcych pole elektromagnetyczne. Ich interpretacja fizyczna jest czytelna. Z wielu wzgledow wygodnie
jest zapisac te rownania w postaci rozniczkowej.

Powyzsze rOwnania nazywa sie rownaniami stanu lub materiatowymi.
Charakteryzujg one osrodek.




Rownania Maxwella

| Fundamentalne rownania techniki mikrofalowej opisujgce pole EM w czasie | przestrzeni I

Uktad rownan Maxwella w formie rozniczkowej

Uktad rownan Maxwella uzupetniony jest rownaniami, wigzgcymi wektory D 1 E, B i H oraz

jprzew | E.

W przypadku izotropowych liniowych osrodkow rownania te majg postac:

D= & & E, osrodek €,
B = THTR H, pré.znia 1
. powietrze 1,0006
Jorzew = O E- 16d 100
papier 3,5
alkohol metylowy 30

Przenikalnos¢ elektryczna osrodka €, w prézni rowna € = g,=107°/36m [F/m]

Przenikalnos¢ magnetyczna osrodka p, w prozni réwna p = g, =41-107/[H/m]



da da 4

gradient (— — —) pole skalarne pole wektorowe

dx’ a8y ’ az

dywergencja . — + pole wektorowe pole skalarne
rotacja _ —,; — s T pole wektorowe pole wektorowe

laplasjan . pole skalarne pole skalarne
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